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摘要：有限差分波动方程正演数值模拟主要是解决差分格式、震源选择、边界条件处理等问题。这些问题的合理

解决对得到正确和准确的波动方程数值解有着十分重要的作用。笔者通过对波动方程计算机有限差分正演模拟

过程的叙述，分析了在做正演模拟时的误差来源以及如何有效地减小误差。
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波动方程有限差分模拟方法是波场数值模拟中

最为流行的方法之一，但在用有限差分方法求解波

动方程时，常常会产生不期望的数值频散或称网格

频散，导致数值模拟结果分辨率的降低。所谓数值

频散实质上是一种因离散化求解波动方程而产生的

伪波动，它是有限差分方法求解波动方程时所固有

的本质特征，无法避免，但是可以通过合适的参数选

择和适当的数学方法予以减小。

在做有限差分波动方程正演数值模拟时主要是

要综合考虑差分格式、震源的选择、边界条件的处理

等问题。这些问题能否正确处理直接影响正演模拟

结果的正确性，并且误差是由这些因素综合影响，如

果其中任何一个问题得不到恰当地处理，都会给正

演结果带来误差。笔者针对在做波动方程时遇到的

几个问题展开讨论，叙述有限差分波动方程正演数

值模拟的完整过程，以及如何有效的减小波动方程

正演模拟误差。

1波动方程正演算法

1．1二维波动方程

非均匀介质的声波波动方程可表示为

五0(p1 0眦u)+夏o(p1 0出u)=：1z．p 0舻2___u+6(菇，：，f)。

(1)

假设物质的密度不随空间变化，则方程可表示为

虿02u+虿02U=石1孑02u+6(x,z,t)，
(2)—彳十—了2下—了十 ，． 1 Z J

d。c dz c p dt

％钮2 0磊oo’一矶沁％5㈤
其中，8(x，二，t)是Kronecker函数，表示震源项。当

用有限宽频带子波八t)作为震源时，只要将波动方

程的解与子波做褶积就可得到以此子波为震源的

解。

1．2波动方程的高阶差分近似

利用泰勒公式将函数口(t)在V(t+At)和凹(t—

At)展开有

小+M=帕)“㈤(∽+导～)(∽2+
著他)(∽3+辛㈤㈤(△f)4”。，(4)

出一∽=m)“㈤(∽+井～)(∽2一
齐他)(∽3+辛㈤∽(∽4”·，(5)

v(t+2At)=v(t)+移’(t)(2At)+扣”(f)(2At)2+

导他)(2∽3+辛㈩㈤(2∽4”。，(6)
出一2∽=出)√㈤(2∽+辛，『(州2∽2—

31l-了v"(t)(2△￡)3+辛㈤(t)(2△￡)4”·。(7)
取到质开式的二阶项，令式(3)+式(4)得到二阶有
限差分计算公式

口～)=虹盟罨净业型o(8)
取到展开式的四阶项，令[(3)+(4)]×16一[(5)

+(6)]式．得到四阶有限差分计算公式
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t，”(t)=[秽(t+2At)+16v(t+At)一30v(t)+

16v(t—At)一口(t一2At)]／12(At2)。(9)

按照上述方法将波动方程(2)展开得到空间域四阶

时间域二阶波动方程有限差分格式

U(i√，k+1)=

(A2／12)×{16×[U(i+l J，k)+U(i—l√，k)+

U(iJ+l，k)+U(iJ一1，k)]一[U(i+2 J，k)+

U(i一2√，k)+U(iJ+2，|j})+u(i,j一2，k)]}+

(2—5×A2)×U(i,j，k)一U(i,j，k—1)

A：=㈨J)射， (10)

其中，i表示石方程的离散网格J表示彳方向的离散

网格，k表示t方向的离散网格，y(i，J)表示(i，_『)这

个网格节点的波速，上式假设在石、z方向的网格差

分步长相等即令Ax=Az。

1．3初值条件的处理

由波动方程的离散表达式可以看出此式实际上

是一个递推公式，只要知道在时间间隔方向前面2

层的值就能计算出第三层的值来，但是在最初的时

刻波场的值是不知道的，因此在循环的开始必须考

虑初始条件：

(1)当t≤O时，有v(x，z,O)=0，表示在初始时

刻整个波场保持平静没有扰动。

(2)初始时刻波场的速度也为零，即

业l =0， (11)
m II：o

写成离散形式就有

f吃k=吧=¨ 。眦：o
I忐(喀1一吒)L=五li(v'，一吃)=。奢i配：=。。

(12)

有了波场的初始值就可以通过递推公式来计算波场

任何时刻的值，波动方程算法流程见图l。

2正演过程误差的来源

2．1子波处理带来的误差

在有限差分计算过程中，子波也即震源函数的

处理不当，会给计算结果带来较大的误差，甚至出现

完全错误的结果。一般采用的子波有以下几种。

雷克子波：

州={·一2【砜t一孚)】2)e啊(‘-学刀2；
高斯子波：

州={【叫t一÷)】2)e-2m一手)】2；

图1波动方程算法流程

混合相位子波：

以f)=cos[卅f一丢11 le一÷㈨一手)】。
‘ ‘ 、 ．，7。o

在确定好子波函数后要对子波进行离散值点的

计算，可将离散值直接加到计算中，也可以在计算完

整个波场值后再与子波做褶积。由于有限差分时震

源函数是以离散值的形式加入计算方程的，如果时

间采样间隔缸不能满足采样定理(At<1／(2f)，f

表示子波的频率)，即出选择较大，那么将会使子

波的波形发生畸变，或者根本就采不到完整的子波，

从而不仅会引起误差，甚至可能导致错误的计算结

果。同样如果空间采样不能满足采样定理，即Ax、

&的采样要小于半个波长，同样会引起计算结果的

误差甚至错误。例如选用子波的频率为10 Hz，速

度为l 000 m／s那么就要求At≤50 mB，缸、Az≤50

m，这也是为什么在做正演模拟时较高的子波频率

难于实现的原因。因此在子波的选取以及At、Ax、

&的选取时，既考虑差分网格的稳定性，又要考虑

采样定理。

2．2差分阶数对结果的影响

有限差分波动方程的解存在误差。根据泰勒展

开式可知，二阶差分的误差为0(△f2+△t2)，空间域

四阶时间域二阶有限差分的误差为D(△f2+△髫4)，

可以看出阶数越高有限差分的解越精确。

如图2a、图2b是在相同的条件下(At=0．002

s，Ax=5 m。厂=20 Hz)t=300 ms时的波场快照，子

波选用高斯子波，只是图2a采用二阶差分，图2b采

用时间域二阶空间域四阶差分。可以看出二阶差分

有很明显的空间假频现象，即在最外边第一个波长

后里面又出现许多的次生波，而四阶差分则效果较
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图3血、△z均为3 in时的质点随时间的震动

好，只有1个较强的波，包括1个正波峰和1个负波

峰。如图3，图4是质点随时间的震动图，在图3a、

图4a都是空间域四阶时间域二阶差分计算的结果，

图3b、图4b都是空间域二阶时间域二阶差分计算

的结果。图4是Ax=&=5 m时网格节点(20，20)

的震动状态。从图中可以看出除了球面扩散对波形

的影响外，四阶差分的频散明显小于二阶。图3是

令Ax=缸=3 m时网格节点(100，100)的质点震动

状态，可以看出二阶差分同四阶差分的效果基本相

同。因此减小缸、位也可以提高解的精确度，如果

缸、止选择不当则会引起较强的假频，甚至错误的

结果。

2．3边界条件的影响

在做数值模拟时由于在计算机上实现的计算空

间是有限的，这样无形中就加入了人工边界，当波动

传播到边界时就会引起反射，如图5b可以看出有明

显的边界反射。

为了去除这种反射必须在边界上加人边界条

件。Clayton和Engquist(1980年)提出了下列边界

条件：

图4缸、△z均为5 in时的质点随时间的震动

一Ou—b～Ou一旦盟：0——一⋯——=U
az Ox 口Ot

其中，t，是波的传播速度，Ⅱ，b是参数。以上是右边

的边界条件，左边界只要把b换成一b即可。图5a

就是加了边界条件后的情形，其中取口=l，b=2一

怕。从图中可以看到边界反射明显地减弱了。

图3、图4也是加了边界条件后的计算结果。

在图3中，从0．65 s以后仍可看到边界反射，但是

比较弱。图4中也有同样的现象，在1．5 s后还记

录到边界的反射，但是能量较强，也就是说网格间距

的选择也会影响边界的处理效果。

3结论及建议

高阶有限差分法在做波动方程正演模拟时，具

有计算速度陕、频散较小的特征，在做有限差分正演

过程中必须注意震源、边界条件等因素的影响，否则

就会出现意想不到的结果。总体来说选择较小的空

间和时间步长能保证结果的正确性，但是时间和空

间的步长的减小必定增加运算的时间，因此要保证

运算速度与精度就必须处理好各个参数之间的关
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图s加上边界条件(a)及不加边界条件(b)时的波动传播

系，另外高阶的差分也能减小数值计算带来的频散，

但同样高阶差分也会增加计算时间，因此要在计算

速度和精度之间做出合适的选择。

笔者只是对均匀介质中数值模拟时所要注意的

问题提出讨论，如果在层状或是非均匀介质中，就要

考虑速度模型的离散问题和子波的分辨率等问题。

地质体越小要求子波的频率越高，网格要划分的要

越细致，否则就达不到理想的效果。
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AN ANALYSIS OF THEERROR SOURCE IN THE WAVE

PROPAGATION FORWARD NUMERICAL SIMULATION

NING Gan91，XIONG Zhang—qian92，CHEN Chi—xun3

(1．East China Institute ofTechnology，Fuzhou 344000，China；2．Central South University，Changsha 410083，China；3．ttunan Province Geological

Bureau ofNuclear Industry。Changsha 410011，China)

Abstract：The forward numerical simulation of the finite difference wave equation is mainly used to solve such problems鹪difference

scheme．focal choice and boundary condition processing．The solution of these problems carl play明important role in correct numerical

simulation of the wave equation．Based on discussing the forward numerical simulation COUl'fle of the finite difference wave equation，the

authors analyzed the error source in forward simulation and the means for reducing the ell'or．

Key words：wave equation；forward simulation；finite difference method；error analysis
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